GEOMETRIA ANALITICA EN R®. (RECTAS Y
PLANOS).

1.- Rectas.

1.1- Ecuaciones paramétricas de una recta en R,

Una recta L que pasa por los puntos

Po (X0, Yo, 20) Y P1 (X1, Y1, Z1) puede describirse mediante las

siguientes ecuaciones paramétricas:

X=Xg+taty=yo+btyz=z+ct

Po (X0, Yo, Zo) €S Un punto que pertenece a la recta 'y

A=ai+bj+ck esel vector director de la recta, siendo

A=PP;(@a=x1—Xo,b=Yy1—YoYy C=12—20)

Obsérvese que las ecuaciones paramétricas

X=x;+aty=y;+btyz=z+ct

definen a la misma recta L, por lo cual puede afirmarse que las

ecuaciones paramétricas de una recta en R® no es nica.

Si a, B, y son los éangulos directores de L, entonces la forma

simétrica puede escribirse también como:

X=Xgt+(cosa)t,y=yo+ (cosp)tyz=2z5+(cos yt.

1.2.- Ecuacién vectorial paramétrica de una recta en R®

Una recta L que pasa por los puntos Pq ( Xo, Yo, Z0) Y

P ( Xy, Y1, z1) puede describirse mediante la siguiente

ecuacion vectorial paramétrica: P = Py + A t, donde

Po=(Xo,Y0,2),A=ai+bj+ckesel vector director de la

recta, siendoa=x; —Xp, b=y; - Yoy C=2; — 2,.

1.3.- Ecuaciones simétricas de una recta en R,

Una recta L que pasa por los puntos Pqy ( Xo, Yo, Z0) Y

P: ( X, Y1, z1) puede describirse mediante la siguiente

ecuacion simétrica:

X=X _ Y—Yo _ -1,
a b c

a=X—X,b=y1-Yyoyc=21-12.

, siendo

z-17,
a b c

define a la misma recta L, por lo cual puede afirmarse que la

ecuacion simétrica de una recta en R® no es tnica.

Si a, B, y son los &ngulos directores de L, entonces la forma

simétrica puede escribirse también como:

X=Xy _Y=Yo _ 277

cosa cosfp  cosy

1.4.- Punto perteneciente a una recta. Un punto (Xo,Yo,20)

pertenece a una recta si al sustituir las coordenadas del punto

en la ecuacion simétrica de la recta se obtiene una igualdad 6 si

existe un valor del parametro t tal que al ser sustituido en las

ecuaciones paramétricas, reproduce las coordenadas del punto.

1.5.- Posicidn relativa de dos rectas.

1.5.1.- Angulo entre dos rectas. Un angulo (6) entre dos

rectas se define como el angulo entre los vectores directores de

las rectas.

Obsérvese que la ecuacion simétrica X~ %1 _ Y= Y1 _

ALA,
IALIA

1.5.2.- Rectas paralelas en R®. Dos rectas son paralelas en R®
si y solo si sus vectores directores son paralelos.

Criterio: A;=a A, 0 A; x A, =0.

1.5.3.- Rectas perpendiculares en R® Dos rectas son
perpendiculares en R® si y sélo si sus vectores directores son
perpendiculares. Criterio: A; . A, =0.

1.6.- Puntos colineales.

1.6.1.- Enfoque usando la distancia entre dos puntos.

Tres puntos A, By C en R® son colineales si la longitud del
segmento de recta definido por un par de ellos es la suma de la
longitud de los segmentos formados por los otros dos pares.
1.6.2.- Enfoque usando vectores.

Tres puntos A, By C en R® son colineales si, involucrando los
tres puntos, se define un par de vectores entre ellos, y los
vectores definidos resultan paralelos.

Tres puntos A, B 'y C en R® son colineales si el producto
vectorial de cualquier combinacion de dos vectores definidos
entre ellos es el vector nulo.

1.6.3.- Enfoque usando la ecuacion de la recta.

Tres puntos A, By C son colineales si la recta definida por dos
de ellos contiene al tercer punto.

1.7.- Interseccién de dos rectas en R®. Dos rectas en R® se
intersectan si existen los parametros t y s para las rectas 1y 2
respectivamente tal que el punto P’ (x',y’,z’) pertenece a

ambas rectas.

Sean las rectas L; y L, en R® con vectores directores A; y A,
respectivamente. Sea P un punto de la recta L;, Q un punto de
larecta L,y PQ un vector definido por los puntos P y Q.

Se presentan los siguientes casos:

1.7.1.- Las rectas no se intersectan.

Condicién: PQ . A; x A, £ 0

1.7.2.- Las rectas se intersectan en un punto.

Condiciones: A; x A, #0yPQ . A; x A, =0

Valor de los parametros t y s en el punto de interseccién:
IPQx A, [PQx Al

A <Al A <Al

1.7.3.- Las rectas son coincidentes (se intersectan en todos
sus puntos).

Condiciones: A; x A, =0y PQ . A; xA,=0

1.8.- Rectas oblicuas en R®. Dos rectas en R® son oblicuas si
no son paralelas y no se intersectan.

Condiciones: A; x A, 20y PQ . A1 x A, #0

1.9.- Distancia.

1.9.1.- Distancia entre un punto y una recta.

cosf =

Sea el punto Py (Xo, Yo, 2zo) y larecta X =% _ Y=Y _ 2771

a b c
la distancia entre el punto P, y la recta estd dada por:

Distancia = IQPy <A, Il donde Q es un punto cualquiera de la
Al
recta, QPg es un vector definido por los puntos Q y Py, y A es
el vector director de la recta. El valor del parametro t que
genera el punto de la recta mas proximo al punto dado es:
_ (X3 =X0)-(X; = Xo) | donde X, es el punto dado,
” X1 - Xo ”2
exterior a la recta, y X, y X; son dos puntos arbritrarios que
pertenecen a la recta.
1.9.2.- Distancia entre dos rectas paralelas.
Sean las rectas L; y L, en R® con vectores directores A; y A,
respectivamente. La distancia entre ambas rectas esta dada por:
Distancia = 19P*A: I, donde Q es un punto de la recta Ly, P
A
es un punto de la recta L,, QP es un vector definido por los
puntos Qy P.
1.9.3.- Distancia entre dos rectas oblicuas.
Sean las rectas L; y L, en R® con vectores directores A; y A,
respectivamente. La distancia entre ambas rectas esta dada por:

Distancia = |QP.A,xA, | , donde Q es un punto de la recta L;,
A <A, Il

P es un punto de la recta L,, QP es un vector definido por los

puntos Qy P.

2.- Plano.

Superficie, real o imaginaria, en la cual dos puntos estan
unidos por una recta que esta contenida enteramente en dicha
superficie.

2.1.- Ecuacién canénicade un planoen R®. SeaN=ai+bj
+ ¢ k un vector no nulo, normal al plano que contiene el punto
Po (X0, Yo, Zo). La ecuacion candnica de ese plano es a (X — Xq)
+b(y-Yo)+c(z-2)=0

La ecuacién canonica de un plano es Unica.

Si a, 8, y son los &ngulos directores de N, entonces la forma
canonica puede escribirse también en la forma

€oS a (X —Xg) +€0S B (Y — Vo) + COSy (2 —20) = 0.

En forma vectorial: N. (P —Py) =0,donde P =(x,y, z),

Po (X0, Yo, Zo) €S UN punto que pertenece al plano y
N=ai+Dbj+ckes el vector normal al plano.

2.2.- Ecuacién general de un planoen R®. SeaN=ai+bj+
¢ k un vector no nulo, normal a un plano que contiene el punto
Po (X0, Yo, Zo). La ecuacion general de ese planoesax+by +
cz+d=0,siendo

d=—(axo+byg+cz).

2.3.- Ecuacién paramétrica de un plano en R®. Sean U = a, i
+b;j+ckyV=a,i+b;j+c, kdos vectores contenidos en
un plano que contiene el punto

Po (X0, Yo, Zo). La ecuacion vectorial paramétrica de ese plano
esP=Py+Ut;+Vt,donde X =(x,y,2),

Xo (X0, Yo, Zo ) €S un punto que pertenece al plano. Si
N=ai+bj+ckesel vector normal al plano, entonces




N = U x V. La ecuacion vectorial paramétrica de un plano en
R® no es dnica.

2.4.- Punto perteneciente a un _plano. Un punto (Xo,Yo,20)
pertenece a un plano si al sustituir las coordenadas del punto
en la ecuacion del plano se obtiene una igualdad.

2.5.- Plano definido por tres puntos. Tres puntos A, By C en
R® definen un plano si no son colineales. EI vector normal del
plano estd dado por el producto vectorial de dos vectores
cualesquiera definidos usando los tres puntos. Un punto del
plano es cualquiera de los tres puntos dados.

La ecuacion del plano que pasa por los tres puntos
Pl(Xl,yl,Zl), Pz(Xz,yz,Zg)yP3(X3,y3,23) en forma de

x vy z 1
determinantees | X, y, z; 1 _o

X, Y, z, 1

X; Y, z; 1

2.6.- Plano definido por dos rectas en R®. Dos rectas en R
definen un plano si ambas rectas son paralelas o se intersectan
en un punto. Si las rectas son oblicuas, no definen un plano.
2.7.- Plano definido por dos rectas paralelas. Si ambas
rectas son paralelas, el vector normal del plano esta dado por N
= PQ x L, donde P es un punto de una de las rectas, Q es un
punto de la otra recta, PQ es el vector definidopor Py Qy L
es el vector director de cualquiera de las dos rectas. Un punto
del plano es cualquier punto perteneciente a alguna de las dos
rectas.
2.8.- Plano definido por dos rectas gue se intersectan en un
punto. Si ambas rectas se intersectan, el vector normal del
plano esta dado por el producto vectorial de los vectores
directores de ambas rectas: N = L; x L, y un punto del plano
es el punto de interseccion (o cualquier punto perteneciente a
alguna de las dos rectas).
2.9.- Posicién relativa de dos planos.
2.9.1.- Angulo entre dos planos.
Un angulo entre dos planos se define como el angulo entre los
vectores normales de los planos.

N,.N,
[INL N |

2.9.2.- Planos paralelos en R®.

Dos planos son paralelos en R® si y sélo si sus vectores
normales son paralelos.

Criterio: N; =a N, 6 Ny x N, = 0.

2.9.3.- Planos perpendiculares en R®.

Dos planos son perpendiculares en R® si y sélo si sus vectores
normales son ortogonales.

Criterio: N; . N, =0.

2.10.- Interseccién de dos planos en R®,

Dos planos en R® se intersectan si es posible determinar la
ecuacion de una recta que satisfaga la ecuacion de ambos
planos.

cosé =

Sean los planos ; y 7 , en R® con vectores normales N; y N,
respectivamente. Sea P un punto del plano 71, Q un punto del
plano z, y PQ un vector definido por los puntos Py Q.

Se presentan los siguientes casos:

2.10.1.- Los planos no se intersectan.

Condicion: N; x N, = 0 (Los planos son paralelos).

2.10.2.- Los planos se intersectan en una recta.

Condiciones: Ny X N, Z0y PQ . N; #0

El vector director de la recta de interseccion de dos planos en
RPesL=N; xN,y PQ.N;#0

Un punto de la recta de interseccién es cualquier punto
perteneciente a ambos planos.

2.10.3.- Los planos son coincidentes (se intersectan en todos
sus puntos).

Condiciones: N; x N, =0y PQ .N; =0

Dos planos en R® son coincidentes si sus ecuaciones son
idénticas. En este caso no existe la ecuacion de la recta
interseccion.

2.11.- Posicion relativa de una recta y un plano.

2.11.1. - Angulo entre una recta y un plano.

Un angulo entre una recta y un plano se define como el angulo
complementario entre el vector director de la recta y el vector
normal del plano. Si A es el vector director de la recta, y N es

el vector normal del plano, entonces: gzﬂ_cos-l( |A.N| j
2 | AN

2.12.- Interseccion de una recta y un plano en R,
Una recta y un plano en R® se intersectan si existen el
parametro t para la recta tal que el punto X'(x',y’,z')

pertenece a dicha recta y al plano.
Sea la recta L y el plano z en R® con vector director y vector
normal Ay N respectivamente. Sea P un punto de la recta L,
Q un punto del plano =z y PQ un vector definido por los
puntos Py Q.
Se presentan los siguientes casos:
2.12.1.- Larectay el plano no se intersectan.
Condiciones: N. A=0y N . PQ # 0 (La recta y el plano son
paralelos).
2.12.2.- Larectay el plano se intersectan en un punto.
Condiciones: N.A#Z0yN.PQ#0
El valor del parametro t en el punto de interseccion es:
_N.PQ

N.A

2.12.3.- La recta esta contenida en el plano.

Condiciones: N.A=0yN.PQ=0

(Todos los puntos pertenecientes a la recta, pertenecen también
al plano).

2.13.- Distancia.

2.13.1- Distancia entre un punto y un plano (Proyeccion).
Seael punto P (X0, Yo, Z0) yel planoax+by+cz+d=0,la
distancia entre el punto P y el plano estd dada por:

t

Distancia = IPQ.NI donde Q es un punto cualquiera del
Nl

plano, PQ es un vector definido por los puntos Py Q, y

N=ai+bj+ckes el vector normal del plano.

La distancia es la proyeccién escalar del vector PQ sobre el

vector normal del plano.

Formula alternativa: pigiancia — 12X 7P Yo +€2 +d|
Jai+b*+c?
El punto sobre el plano que determina la distancia minima
entre un punto y un plano es:
(xo+taz,yot+bz,zo+crt)donde ( Xo, Yo, Z ) son las
coordenadas del punto dado,
ai+ b j+ c k es el vector normal del plano y
__axytby,+cz,+d
a’+b®+c?
2.13.2.- Distancia entre una recta y un plano paralelos
(Proyeccion).
SealarectaL yelplanoax+by+cz+d=0 paralelos en R.
La distancia entre la recta y el plano estd dada por:

Distancia — |2P-NI, donde Q es un punto del plano, P es un
NI

punto de la recta L, QP es un vector definido por los puntos Q

yP,yN=ai+bj+ckes el vector normal del plano. La

distancia es la proyeccion escalar del vector QP sobre el vector

normal del plano.

2.13.3.- Distancia entre dos planos paralelos (Proyeccion).

Sean dos planos paralelosen R* ax+by+cz+d; =0y

ax+by+cz+d,=0. Ladistancia entre ambos planos esta

dada por: pistancia _|QP.NJ  donde Q es un punto del plano
[IN]

1, P es un punto del plano 2, QP es un vector definido por los

puntos Qy P,N=ai+bj+ckes el vector normal de ambos

planos. La distancia es la proyeccién escalar del vector QP

sobre el vector normal del plano.

Formula alternativa: pistancia =

|d2_d1|

Jat+b®+c?
La distancia es la proyeccion escalar del vector QP sobre el
vector normal del plano.
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