VECTORES.

1.- Espacio numérico tridimensional.

El conjunto de todas las ternas ordenadas de nimeros reales recibe
el nombre de espacio numérico tridimensional, y se denota por R®.

2.- Punto.

Cada terna ordenada (x,y,z) se denomina punto del espacio
numérico tridimensional

3.- Resumen de formulas. Espacio tridimensional.
Si A (Xp.y1.21) Y B (X2,Y2,25) son puntos de R®, entonces:

3.1.- Distancia entre dos puntos. Distancia no dirigida entre Ay
B:

Si A (x1,y1,21) Y B (Xa,2,25) son puntos de R, entonces la distancia
entre Ay Bes

d =/ (= %) + (¥, - %1)* + (2, ~2,)°

3.2.- Topicos relacionados con la formula de la distancia entre
dos puntos:

- Triangulo equilatero: Tres puntos A, By C en R® forman un
tridngulo equilatero si sus tres lados son iguales, esto es, la longitud

de los tres segmentos de recta definidos por la combinacién de los
tres puntos son iguales.

- Triangulo escaleno: Tres puntos A, B 'y C en R® forman un
tridngulo escaleno si sus tres lados son diferentes, esto es, la
longitud de los tres segmentos de recta definidos por la
combinacidn de los tres puntos son diferentes.

- Triangulo isésceles: Tres puntos A, By C en R® forman un
triangulo is6sceles si dos de sus tres lados son iguales, esto es, la
longitud de uno de los segmentos de recta definidos por dos de los
tres puntos es igual a la longitud de otro de los dos segmentos de
recta restantes.

- Paralelogramo: Cuatro puntos A, B, C y D en R® forman un
paralelogramo si la longitud de sus lados opuestos son iguales. Es
necesario hacer la representacion grafica de los puntos para
determinar los pares a comparar.

- Paralelepipedo: Ocho puntos A, B, C, D, E, F, Gy H en R®
forman un paralelepipedo si la longitud de sus lados opuestos
(aristas) son iguales. Es necesario hacer la representacion gréafica de
los puntos para determinar los cuatro lados a comparar.

3.3.- Punto medio entre Ay B:

Si A (Xuyuz1) Y B (X2¥222) son puntos de R® entonces las
coordenadas del punto medio entre Ay B son:

[X1+X2 YitY, 21+sz

2 2 2

3.4.- Punto fraccién entre Ay B:

Si A (Xpyu71) Y B (X2y22) son puntos de R® entonces las
coordenadas del punto que divide en una fraccidn f la distancia

entre Ay B respecto del punto A (AS = f AB) son:
(a+f(a—x), Y1+ f(2-y1), 21+ f(22-2))
4.- Vectores.

4.1.- Definicién de vector.
Un vector A es el conjunto de todos los segmentos orientados del
espacio que poseen una longitud y direccion dadas.

4.2.- Definicién de las componentes de un vector.

Si un vector A se representa por medio del segmento orientado que
va del punto (X3,y1,21) al (X2,¥2,20), entonces la expresion en
componentes de Aes A =ai+ayj+a,k, siendo:

ay = Xo— Xy, ay:)’2*Y1y Q=210

A= —X) i+ (2-y)j+(@Z—z)k

Un vector escrito en componentes también se denomina vector
cartesiano.

4.3.- Mddulo de un vector.
El modulo (o longitud) de un vector A = a, i + a, j + a, k se denota
por || A ||,y se define como

A= af +a] +a; -

4.4.- Vector nulo.

El vector nulo, o vector cero, es definido como el vector cuyas
componentes son: 0,0,0. (0=0i+0j+0k).

4.5.- Vectores idénticos (Vectores iguales).

Dos vectores A =a,i+a,j+a, kyB=Dhbi+bj+b,kson
iguales si y solo si las componentes correspondientes son iguales.
En consecuencia, la ecuacion vectorial A = B es equivalente a las
tres ecuaciones: a, = by, a, = by ya,=b,.

4.6.- Vector opuesto (Negativo de un vector).

Si A=a,i+a,j+a,kesun vector no nulo, entonces el vector
opuesto de A, denotado por—Aes—A=—a,i—a,j—a, k.

4.7.- Vectores unitarios.

Si A=a,i+ayj+a,kesun vector no nulo, entonces el vector

UA:L: a % j+-22_ | es un vector unitario que
IALTAL TALT AL
tiene la misma direccion que A.

4.8.- Cosenos directores y angulos directores.
Si A =a,i+a, j+ a K, los cosenos directores de A son:

oS = 2x cos B = %, cosy = 2,
Al Al Al
Los angulos a, #y yson los angulos directores.
Los angulos directores de un vector diferente de cero son los tres
angulos que tienen la menor medida en radianes no negativa, a, 8y
% medidos a partir de los ejes x, y y z respectivamente.

4.9.- Vector unitario en funcion de los cosenos directores.
Ua=(cosa) i+ (cosp)j+(cosy k

Si cos a, cos 'y cos yson los cosenos directores de un vector,
entonces cos’a + cos*8 + cos?y = 1.

4.10.- Vector en funcién de su mddulo y cosenos directores.

Si se conoce el modulo del vector, || A ||, y un vector unitario que
representa su direccion, U, entonces el vector puede escribirse en
funcién de sus componentes como:

A=Al Ua

A=|A] [(cos &) i+ (cos B) j + (cos ) k]

5.- Operaciones con vectores.

SiA=ai+aj+a,k B=bi+bhyj+b, kyaesunescalar,
entonces:

5.1.- Multiplicacién por un escalar.

AA=Aaci+iayj+ia K

5.2.- Suma de Vectores.
A+B=(ax+b)i+(ay+by)j+(a,+b)k

5.3.- Resta de Vectores.
A-B=(ax—-b)i+(a—by)j+(a—-b)k

5.4.- Propiedades de la suma de vectores y de la multiplicacion

por un escalar.
Sean A, By C vectores arbitrarios y o y S escalares. Se verifican

entonces las siguientes propiedades:

i A+B=B+A Propiedad conmutativa.
ii. A+(B+C)=(A+B)+C Propiedad asociativa.

iii. ap)A=a(BA Propiedad asociativa.

iv. AA+B)=aA+aB Propiedad distributiva.

V. (a+p)A=aA+BA Propiedad distributiva.
Vi. A+0=A Elemento neutro para la adicion.
vii. A +(—A)=0  Elemento opuesto.

viii. laAll=]al|l Al Mddulo de un escalar por un vector
iX. 1 A=A Elemento neutro para la multiplicacion.

X 0 A =0 (Vector nulo)

SiA#0ya>0, entonces a A tiene la direccion de A.
SiA#0ya<0,entonces a A tiene direccion opuesta a A.
SiA=006a=0(0ambos), entonces a A =0.

6.- Combinacion lineal de vectores.

Sean A, B, ..., W vectores n dimensionales y a, 8, ..., @ escalares.
Laexpresion a A+ BB+ ... + w W es llamada combinacién lineal
de los vectores dados.

7.- Bisectriz de dos vectores.

Sean A=a,i+a,j+a,kyB=Dhbi+hj+b,k Labisectriz de
los dos vectores dados es el vector C, cuya direccion es la misma
que el vector suma Uy + Ug, donde Up y Ug son los vectores
unitarios en la direccion de Ay B respectivamente.

8.- Definicion del producto escalar (Producto punto 6 producto
interno).

Producto escalar: Producto de dos vectores que da un escalar.

Sean A=aci+aj+a kyB=bgi+hbj+b,k Elproducto
escalar de los vectores Ay B, denotado por A . B se define como:
A.B=a,b+a,b,+a,b,

8.1.- Resumen de propiedades del producto escalar _en el
espacio.

Sean A, B y C vectores no nulos en el espacio y a un escalar. Se
verifica:

1-i-A.B=B.A Propiedad conmutativa (Simetria).
ii-A.B+C)=A.B+A.C Propiedad distributiva.
iii.-a(A.B)=(aA).B=A.(aB)

iv-0.B=0

v-AL A=A

2-A.B=| Al |lB]|lcos 8, siendo 4 en angulo entre Ay B.
3.-A.B=0siysolosi Ay B son ortogonales.

8.2.- Angulo entre dos vectores.




Si 0 es el angulo entre dos vectores no nulos A y B, entonces
A.B

cosf=——"——
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8.3.- Vectores paralelos.

Dos vectores A y B son paralelos si uno de los vectores es multiplo
escalar del otro, esto es, A = a B.

8.4.- Vectores ortogonales (perpendiculares).
Dos vectores A y B son ortogonales (o perpendiculares) si y sélo si
A.B=0.

8.5.- Proyeccion de un vector sobre otro vector.

ProygA es la proyeccion escalar del vector A en la direccién de B.

|| ProygA || es la componente del vector A en la direccion de B o la
proyeccion escalar del vector A en la direccion de B.

Si O es el &ngulo entre A 'y B, entonces:

1.- La proyeccion escalar del vector A sobre el vector B es

[ ProygA || = || Al cos &

A.B
[ProygAll=——--
° Bl

2.- El vector proyeccién del vector A sobre el vector B es:

Proy,A =| A| cos & E

A.B) B
ygA=| — | —
Yo (IIBIIJIIBII

A.B
ProyBA:[JB

B
.La proyeccion de un vector sobre otro vector no cumple la
propiedad conmutativa.

9.- Definicién del producto vectorial (Producto cruz).

Producto vectorial: Multiplicacion de dos vectores cuyo resultado
es un vector.

Sean A=a,i+a,j+a kyB=bi+bj+b, k. El producto
vectorial de los vectores A y B, denotado por A x B se define
como:

P
AxB=la, a, a,
b, by b,
_ ay az P ax az ax ay
AxB= b, bzl b, b, + b, b, k

AxB=(a,b,—bya,)i+(acb,—bya,)j+(axby—bya)k

(Nétese el signo menos ante la componente j).

La direccion del vector producto es perpendicular a Ay By su
sentido es el de avance de un sacacorchos que gire de A hacia B.

9.1.- Propiedades algebraicas del producto vectorial.

Sean A, B 'y C vectores no nulos en el espacioy a y # escalares. Se
verifica:

i-AxB=-(BxA)

ii.-AxA=0

iii-aAxBgB=ap (AxB)

iv-Ax0=0xA=0
V-Ax(B+C)=AxB+AxC
vi.-A.(BxC)=(AxB).C
9.2.- Propiedades geométricas del producto vectorial.

Sean Ay B vectores no nulos en el espacio y 6 el angulo entre A'y
B. Se verifica:

i.- A x B es ortogonal tanto a A como a B.
ii.-[|[AxBI=|AllB]sen®

iii.- Ax B =0siysolosi Ay B son paralelos.

iv.- ”AXB“ —tan®
A.B

Propiedad distributiva.

9.3.- Vectores paralelos.
Dos vectores A'y B son paralelos si A x B = 0.

10.- Aplicacién de los vectores a la geometria analitica.
10.1.- Tridangulo rectanqulo.

Enfoque usando distancia entre dos puntos.

Tres puntos A, By C en R® forman un tridngulo rectangulo si sus
lados cumplen el Teorema de Pitagoras, esto es, el cuadrado de la
longitud del segmento mayor es igual a la suma del cuadrado de la
longitud de los dos segmentos menores.

Enfoque usando vectores.

Tres puntos A, B'y C en R® forman un triangulo rectangulo si al
definir los tres vectores posibles entre ellos (sin tomar en cuenta los
opuestos), un par de dichos vectores resulta perpendicular.

10.2.- Area del paralelogramo.

Sean A y B vectores no nulos en R® y lados adyacentes de un
paralelogramo. El area del paralelogramo viene dada por:
Area=||AxB|

10.3.- Area del triangulo.

Sean A y B vectores no nulos en R® y lados adyacentes de un
triangulo. El area del triangulo viene dada por: Area =1||AxB]-

11.- Producto triple escalar (Producto mixto).

Sean A=aci+aj+ak,B=hi+bj+bkyC=csit+c/j+gc,
k. El producto triple escalar de los vectores A, B y C, denotado por
A . (B x C) se define como:

a, a, a

X y z
A.(BxC)=|b, b, b,
¢, C ¢C,

12.- Volumen del paralelepipedo.

Sean A, B y C vectores no nulos en R® y lados adyacentes de un
paralelepipedo. El volumen del paralelepipedo viene dado por:
Volumen=|A.(B xC)|

13.- Vectores coplanares.

Tres vectores A, By C en R® son coplanares si su producto triple
escalaresnulo A. (B x C)=0.

14.- Volumen del tetraedro.
Sean A, B y C vectores no nulos en R® y lados adyacentes de un
tetraedro. El volumen del tetraedro viene dado por:

Volumen =1|A. (BxC)|-

15.- Volumen del prisma triangular.

Sean A, By C vectores no nulos en R%. A, B'y C son los lados
adyacentes de un prisma triangular si uno de los vectores es
perpendicular a los otros dos. El volumen del prisma triangular
viene dado por:

Volumen =1|A. (BxC)|-

16.- Dependencia e independencia lineal de vectores.

Un conjunto de m vectores A, B, ..., W es llamado un conjunto

linealmente dependiente si al menos uno de los vectores puede ser

representado como una combinacion lineal de los otros (con

escalares que pueden ser iguales a cero o no). El conjunto es

llamado linealmente independiente si ninguno de los vectores

puede ser representado en esa forma.

- Dos vectores forman un conjunto linealmente dependiente si y
s6lo si su producto vectorial es el vector nulo.

- Tres vectores forman un conjunto linealmente dependiente si y
s6lo si su producto triple escalar es cero.

Criterio de dependencia lineal:

Un conjunto de vectores n dimensionales A, B, .., W es
linealmente dependiente si y sélo si la ecuacion vectorial « A + B
+ ...+ o W =0 tiene como solucién un conjunto de escalares a, S,
..., , No todos cero (por lo menos uno diferente de cero).

- Dos vectores en R® que forman un conjunto linealmente
dependiente son colineales; esto es, si hacemos coincidir sus puntos
iniciales, ellos se encuentran en la misma linea.

- Tres vectores en R® que forman un conjunto linealmente
dependiente son coplanares; esto es, si hacemos coincidir sus
puntos iniciales, ellos se encuentran en el mismo plano.

17.- Ley de los senos y de los cosenos.

En estas formulas a, b y ¢ representan las medidas de los lados de
un triangulo; @, By ydenotan las medidas de los angulos opuestos a
los lados de medidas a, by ¢ respectivamente.

18.- Ley de los senos.
sena _senf seny a b ¢
a b c sena  senf  seny

19.- Ley de los cosenos.
a’=b*+c’-2bccosa
c’>=a’+b*-2abcos y
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