MATRICES Y DETERMINANTES.
1.- Matriz.
Una matriz A de tamafio mxn (o de orden mxn) es un arreglo
rectangular formado por mxn ndmeros dispuestos en m filas y n

columnas.
all a12 a1n
A= a.21 a.22 a?n
a a a

ml m2 mn
Los términos fila y renglén se utilizan indistintamente.

Por lo general, las matrices se denotaran con letras mayusculas.

En algunos libros las matrices se presentan dentro de paréntesis
cuadrados en lugar de paréntesis redondos.

2.- Elementos de una matriz.

Cada uno de los nimeros que constituyen la matriz se denomina
elemento (o entrada) de la matriz. En general el elemento que se
encuentre en la fila i y la columna j se llama “elemento ij” y se
simboliza con ajj, bjj,...y asi sucesivamente.

La notacion de doble subindice es conveniente para identificar la
posicion de un elemento de la matriz. El primer subindice i siempre
designa el nimero de la fila en el cual esta el elemento. El segundo
subindice j designa la columna.

3.- Dimensién de una matriz.

Una matriz A se representa en forma abreviada como A = (aj)mxn, O
simplemente A = (a;;) donde a;; es un elemento tipico de la matriz. Los
subindices de los paréntesis indican el nimero de filas, m, y de
columnas n, de la matriz, y se llaman dimensiones de la matriz.

4.- Matriz nula.

Una matriz nula es una matriz donde todos los elementos son iguales

a cero (0).
00 .. 0
00 ..0
A=|. . .
o 0
00 ..0

El simbolo O se utiliza para denotar la matriz nula. La matriz nula
tiene propiedades similares al cero.

5.- Matriz transpuesta.

La transpuesta de una matriz implica transformar sus filas en
columnas y columnas en filas.

all alZ a1r| all a21 aml

a a a a a .. a
A — .21 .22 .2n AT — %2 .22 : TZ

aml amZ amn aln a2n amn

La matriz transpuesta se puede hallar a una matriz de cualquier orden.
6.- Elementos homologos de dos matrices.

Al elemento a;; de una matriz A y al elemento b;; de la matriz B se les
dice elementos homologos. En general, a;; es homologo de by;.

7.- Matrices iguales.

Se dice que dos matrices son iguales si tienen el mismo orden y los
elementos homologos (igualmente ubicados) son iguales.

8.- Matriz fila.

Un conjunto horizontal de elementos se llama matriz fila (o matriz
renglon).
A=(an ap an

aln)

9.- Matriz_columna. Un conjunto vertical de elementos se llama
matriz columna (o vector columna).

all

aZl

A=
aml

10.- Matriz cuadrada.

Es la matriz que tiene igual nimero de filas que de columnas (m = n).

8y 8 e By

a a a
A= .21 .22 ?n

anl anZ o ann

A la diagonal que contiene los elementos aj;, @y, -.
diagonal principal de la matriz.

11.- Tipos especiales de matrices cuadradas.
11.1.- Matriz simétrica.

Una matriz simétrica es aquella matriz cuadrada donde a;; = a;

11.2.- Matriz diagonal.

Una matriz diagonal es una matriz cuadrada donde todos los
elementos fuera de la diagonal principal son iguales a cero.

., @ Se le llama

a, 0 .. 0
A 0 av22 0
0 O a

11.3.- Matriz identidad. Una matriz identidad es una matriz diagonal
donde todos los elementos sobre la diagonal principal son iguales a 1.

10 ..0
o1 o
A"_Eili
00 .. 1

El simbolo | se utiliza para denotar la matriz identidad. La matriz
identidad tiene propiedades similares a la unidad.

11.4.- Matriz escalar. Una matriz A es escalar si es diagonal y todos
los elementos diagonales son iguales.

11.5.- Matriz triangular superior.

Una matriz triangular superior es aquella matriz cuadrada donde
todos los elementos por debajo de la diagonal principal son cero.

all a12 alS a14
0 a a,, a
A — 22 23 24
0 0 a5 ay
0 0 0 a,

11.6.- Matriz triangular inferior.
Una matriz triangular inferior es aquella matriz cuadrada donde todos
los elementos por encima de la diagonal principal son cero.

a, 0 0 0

a, a 0 0
A _ 21 22

a31 a32 a33 O

a41 a42 a43 a44

Una matriz diagonal es tanto triangular superior como triangular
inferior.
11.7.- Matriz bandeada.

Una matriz bandeada tiene todos los elementos iguales a cero con la
excepcion de una banda centrada sobre la diagonal principal.

a, a, 0 0

a21 a22 a23 O

O a32 a33 a34

O 0 a43 amn

La matriz anterior tiene un ancho de banda de 3 y se le da un nombre
especial: matriz tridiagonal.

12.- Opuesta de una matriz.

Dada la matriz A = (&)mxn, Se tiene que la matriz D = (- ajj)mxn S€
llama matriz opuesta de Ay se denota —A.

13.- Suma de matrices.

Dadas las matrices A = (ajj)mxn Y B = (Djj)mxn, S€ llama suma de Ay B,
y se simboliza A + B, a la matriz: A + B = (a;j + bjj)mxn. ES decir, A+ B
se obtiene sumando los elementos homoélogos de Ay B.

14.- Diferencia de dos matrices.

Dadas las matrices A = (&j))mxn ¥ B = (Djj)mxn, S€ tiene que a la
diferencia de Ay B se denota A — B y se definecomo A—-B=A+ (-
B) = [ajj + (~bj))]mxn. Es decir, A — B se obtiene sumando la matriz A
con la matriz opuesta de B.

15.- Propiedades de la suma de matrices.

Si A, By C son matrices mxn, se verifica que

121-A+B=B+A (Propiedad conmutativa)
122.-(A+B)+C=A+(B+C) (Propiedad asociativa)
123-A+0=0+A=A (Elemento neutro)

12.4.- Cualquiera que sea A, existe D tal que A + D = 0 (Elemento
opuesto)

16.- Producto de un numero real por una matriz.

Si o es un nimero real y A = (ajj)mxn, €ntonces el producto de « por A
es la matriz mxn que se obtiene de multiplicar cada elemento de A por
a, es decir a A = (a aij)mxn

17.- Propiedades del producto de un ndmero real por una matriz.
Si a'y B son dos nimeros reales y A'y B matrices mxn, se cumple que
14.1.- o A es una matriz mxn 142.-a (A+B)=a A+a B
143.-1A=A 14.4.-0 (B A)=aBA
145.-(-1)A=-A 146.-(a+f)A=a A+B A
18.- Producto de matrices.

La condicién para que esté definido el producto entre dos matrices es
que el nimero de columnas del primer factor coincida con el nimero

A=

de filas del segundo factor.
[all alz] x [bll blz b13 j — [allbll + a12b21 a11b12 + alzbzz a11b13 + aleZQJ
8y 8y by by by Ay +a50y  Apby, + 80, @05 +ayby,

La matriz resultante de la multiplicacion tiene igual nimero de filas
que el primer factor e igual ndmero de columnas que el segundo
factor. La multiplicacion de matrices no es conmutativa.

19.- Matriz involutiva.

Una matriz A de nxn tal que A% = I se llama involutiva.

20.- Propiedades del producto de matrices.

Si A, B y C son matrices para las cuales estan definidas las
operaciones indicadas, se verifica:

16.1.-0xA=0

16.2.-(AxB)xC=Ax (B xC) (Propiedad asociativa)
16.3.-Ax(B+C)=AxB+AxC  (Propiedad distributiva por la
izquierda del producto respecto a la suma)
16.4.-(A+B)xC=AxC+BxC  (Propiedad distributiva por la
derecha del producto respecto a la suma)




21.- Matriz simétrica oblicua.
Una matriz cuadrada A = (a;) para la cual A" = — A, esto es a;; = — a;,
se llama matriz simétrica oblicua.
22.- Aumentacion de matrices.
Una matriz es aumentada al agregar una columna (o columnas) a la
matriz original. Por ejemplo, suponga que tenemos una matriz de
all alZ a13
A=lay a8, ay
a31 a32 a33
Se puede aumentar esta matriz A con una matriz identidad para
obtener una matriz aumentada.
Ay A, 8 100
A=|a, a, a,|0 1 0
a; a;, a85(0 0 1
Tal expresion es Util cuando debe ejecutarse un conjunto de
operaciones idénticas sobre dos matrices. Asi podemos realizar las
operaciones sobre una sola matriz aumentada, en lugar de hacerlo
sobre dos matrices individuales.
23.- Determinantes.
En el conjunto de matrices cuadradas, se define una funcion que a
cada matriz A le hace corresponder un ndmero el cual se llama
determinante de A y se simboliza | A |. Si A es de orden n, decimos
que | A | es de orden n.
24.- Algunas consideraciones importantes sobre determinantes.
24.1.- Si A es de orden 1, es decir, A = (a1y), el determinante de A es
[Al=an
24.2.- Si A es de orden 2, es decir A_(au alz], el determinante de
aZl a22
A es la diferencia de dos términos, cada uno de los cuales es el
producto de las diagonales, es decir, | A | = a3 @, — 81 812
24.3.- Si A es de orden 3, el determinante de A es la suma de tres
términos, cada uno de los cuales es el producto: (al,-)1+J My (=1, 2,
3), donde My; es el determinante de la matriz que resulta de suprimir
lafijaly lacolumnal.
24.4.- En general, si A es de orden n, el determinante de A es la suma
de n términos, cada uno de los cuales es el producto de (ay;)™ My; (j =
1,2,3,...,n), donde My; es el determinante de la matriz que resulta al
suprimir la fila 1 y la columna j.
24.5.- Sea A = (a;;) una matriz de nxn triangular superior o inferior.
Entonces | A | = aj;.@5,.833... @
24.6.- Sean A'y B dos matrices de nxn. Entonces:
|[AB|=[A[|B|y|A+B|#[A|+|B]
24.7.- Una matriz y su traspuesta tienen el mismo determinante.
24.8.- Si cualquier fila o columna de A es un vector cero, entonces
|A]=0.
24.9.- El intercambio de cualquier dos filas (o columnas) distintas de
A tiene el efecto de multiplicar | A | por — 1.
24.10.- Si A tiene dos filas o columnas iguales, entonces | A | = 0.
24.11.- Si una fila de A es un multiplo escalar de otra fila, entonces
|A]=0.
24.12.- Si se suma un maltiplo escalar de una fila de A a otra fila de
A, entonces el determinante no cambia.
25.- La regla de Sarrus.

coeficientes

Se aplica para calcular determinantes de matrices cuya dimension es
3x3. Se duplican la primera y segunda columna de la matriz y se
procede como sigue:

| A|=(a11. Ago. Az + A12.8p3.831 + A13.821.837) —

(831- @z A1z + A3.823.811 + A33.821.81)

26.- Sub matriz.

La matriz que se obtiene suprimiendo la i-ésima fila y la j-ésima

columna de una matriz A se llama submatriz ij-ésima y se designa por

Sij-

27.- Elementos menores.

El determinante M;; se llama el menor del elemento ajen | A |, y se

define: Mij = | Sij |

28.- Cofactores.

| A|=Zn: a,C, " La cantidad C;, se llama cofactor de a;. Para toda
a=1

matriz cuadrada Cj; = (-1)" M;;

29.- Matriz adjunta.

Sea A una matriz cuadrada nxn, y sea Cj; el cofactor de aj; en | A |.
Entonces la matriz (Cij)T se llama adjunta de A (adj A).

30.- Matriz singular.

Si una matriz A es cuadrada, y | A | = 0, entonces la matriz A se llama
matriz singular.

31.- Matriz inversa.

Si una matriz A es cuadrada y no singular, existe otra matriz A,
llamada la inversa de A, para la cual AxA =1

Dada la matriz A %y A , para determinar su inversa, se
A=la, a, ay
a31 a‘32 a33
deben realizar operaciones sobre la matriz aumentada
a, a, a,|ll 00 - 10 0|a, a, a
moz s con el objetivo: no e
aZl a22 a23 O O a21 a22 a23
a; a; a853|0 01 0 0 1fay a, ag

' '

. a;, a, a . .
La matriz 12 M8 | eg Jainversa de la matriz A.
1 _| 41 ’ '
- aZl a22 a23
ay 8y, Ay
32.- Matriz inversa en funcion de la adjunta.
. 1 .
At=—adjA
[A]

33.- Sistema de ecuaciones mxn.
Si indicamos con m la cantidad de ecuaciones y con n la cantidad de
incognitas, un sistema de m ecuaciones con n incognitas (llamado
sistema mxn) puede expresarse del siguiente modo:

a,, X, +a,X, +...+ 8, X, =b, primeraecuacion

a,,X; +8,,X, +...+8,,X, =b, segunda ecuacion

Ay Xy + 85, X, +...+ &y X, =D, enésima ecuacion
Donde

- Los a; , llamados coeficientes y los b;, llamados términos
independientes, son nimeros reales.

- Los simbolos Xy, X,, ..., X, representan las incognitas del sistema.
34.- Sistema homogéneo y no homogéneo. Un sistema mxn se llama
homogéneo si todos sus términos independientes son nulos; en caso
contrario, lo Ilamamos no homogéneo.
35.- Sistema compatible determinado y no determinado e
incompatible. Un sistema es compatible si tiene solucion; de lo
contrario, si carece de solucién es incompatible.
Un sistema compatible puede tener:
- Unica solucién (en este caso se denomina compatible determinado).
- Infinitas soluciones (en este caso es compatible indeterminado).
Un sistema escalonado mxn, compatible, es:
Determinado: m = n (tantas ecuaciones como incognitas).
Indeterminado: m < n (menos ecuaciones que incognitas).
36.- Sistemas equivalentes.
Dos sistemas se llaman equivalentes si tiene la misma solucion
general.
37.- Teorema de equivalencia de sistemas.
Se obtiene un sistema equivalente si se efectian cualquiera de las
siguientes transformaciones (llamadas operaciones elementales).
i- Intercambiar dos ecuaciones de un sistema (Tipo I).
ii.- Multiplicar una ecuacion por un ndmero distinto de cero (Tipo I1).
iii.- Reemplazar una ecuacion por la suma de ésta con otra que se
multiplicé por un ndmero (Tipo I11).
38.- Expresion matricial de un sistema.
Cualquier sistema de ecuaciones

a; X, +a,X, +..+a,X, =b;

Ay Xy F @y Xy F ot Ay, X, =,

X, =b,,

mn *n

Puede expresarse mediante la ecuacién matricial A X = B, donde

X + @y X, ot @

all alZ aln Xl bl

a, a a,, |’ x, | Y b
A: .21 .22 ?n X — .2 B — .2

aml amz amn Xn bm

Las matrices A, X y B reciben, respectivamente, los nombres de
matriz de los coeficientes, vector de las incognitas y vector de los
términos independientes del sistema.

. all a12 aln bl . .
A la matriz b la llamamos matriz ampliada
A= Q1 8p e |0,
a, a a,, |b,

ml m2 mn m

de los coeficientes (matriz ampliada), la cual la formamos con las
primeras columnas con la matriz de coeficientes y la Gltima columna
es el vector de los términos independientes.
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