Distribuciones de velocidad en flujo laminar.

Sistemas cilindricos.

Ejemplo 2.3-2 del Bird. Pagina 2-16. Deduccién de la ecuacion de Buckingham —

Reiner. Problema 8B.6 del Bird. Sequnda Edicién. Pagina 303.

Flujo de Bingham en un tubo capilar. Un fluido cuyo comportamiento se ajusta muy

aproximadamente al modelo de Bingham circula por un tubo vertical en virtud de un

gradiente de presion y/o la aceleracion de la gravedad. El radio y la longitud del tubo son,

respectivamente, R y L. Se desea obtener una relacion entre la velocidad volumétrica de

flujo, Q, y la combinacidn de las fuerzas de presion y gravedad gque actdan sobre el fluido.

Solucion.

El ejercicio propuesto difiere del ejercicio 1 s6lo en el tipo de fluido.
Condiciones:

Estado estacionario.

Flujo laminar.

Propiedades del fluido constantes (p, u).

Fluido Newtoniano.

Efectos de borde despreciables.

Flujo longitudinal (en direccion z): v, =0,vy=0, v, #0.

La velocidad varia en funcién de r: v, = v, (r).

Balance de cantidad de movimiento.

2rnrlz,,|,—2xrLz, +2zxrArLpg, +2zrAr(p,—p.)=0

z|r+Aar
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g; es la componente gravitacional en la direccion del flujo. En este caso g; = g.

2rrlz,

,—2rrbr,

+2zrArLpg+2zxrAr(p,—p.)=0 1)

r+4r

Al dividir entre 2 7 L:

re

— T,

+raArpg, +rAar

rz r+A4r

(po_ pL) -0
L

rr

rer M7,

r+Ar+(ng+%jrA r :O

Sea pg+ Po — B :PO_PL

L L

r+Ar+(POlPLjrAr=O

reAr _(PO _PLjrAr
L

Al multiplicar por (— 1) la ecuacion anterior:

r:(PO _PLjrAr
L
rrar— M7,

- _(R-R),
Ar UL

Tomando el limite cuando A r — 0 en la ecuacion anterior:

re,,| —rz,,

rz\r

re

— T,

rz

re,, rr

r+Ar rz

re.,

. rrrz r+Ar_rTrz r . PO _PL
lim = lim r
Ar—0 Ar Ar—0 L

. T T PO _PL

lim = r
Ar—0 Ar L

Aplicando la definicion de derivada:

d P,—P,
—(r =2 —Lr
dr(Trz) [ 1 j

Al separar variables en la ecuacién anterior:
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d(”rz)=(P°EPLjrdr

Integrando ambos miembros de la ecuacion:

d(rz,,)= PP ) rgr
J 1S
jd(rrrz){%lﬂjjrdr

La integracién conduce a:

2
(AR ()
2L 2
re,, = Fo =P r’+C,
2L

T”:(PO_PL]I’+C1 )
2L r
Condicién de borde: Parar =0, 7y, # .
C1=0 ©)
Al sustituir la ecuacion (3) en la ecuacion (2):

P,-P
T“Z( 02|_Ljr )

Distribucién de velocidad.
Fluido de Bingham.

dv,

dr ®)

Tr; =T~ Ho

Al sustituir la ecuacion (5) en la ecuacion (4):

dv, P,-P
T T

Al separar las variables en la ecuacion anterior:
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Sistemas cilindricos.

P,-P
dv, :(—Mr+r—°jdr
2 oL Ho

Al integrar ambos miembros de la ecuacion:

[dv, _j(-—PL +;—Z]dr

2 u,L

P, -P T
'[dvz :—;TOLLJ.rdr +ﬂ—‘;jdr

La integracion conduce a:

_ 2
VZ:——PO i z-OI‘+C
2pL 2 Hy

P,—P,
v, =2 Ly? +—r+C (6)
4oL Ho
Condiciones de borde: Para r=R, v, =0.
Al sustituir en la ecuacion (6):
R -P
0=-——0""tr2;f0RC,
4 poL Ho
Al despejar C, en la ecuacion anterior:
P, —P
C,=—2—-LR*-2R (7)
4 1oL Ho
Al sustituir la ecuacion (7) en la ecuacion (6):
Z:——PO_PLr2+T—°r+P I:)LRZ R
4L Ho 4 u,L Ho
P, —-P
v, =L (R?-r?)-(R-1)
4 poL Ho
. 2 2
v, = (BPIRTf _ﬂ(l_ij
4 oL R Ho R
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Vv, :w 1_(rJ _ﬂ 1_([‘) r>rg (8)
4l R Ho R
Determinacion del radio del tapon (ro).

Enr=ro, V; = Vymax: di =0
dr
De la ecuacion (8):
S R
dr 4 p,L RJLR 4, \ R

dv, _(R-P)R*( 2r _ﬂ(_l)
dr 4yl R?

dv, __PO—F’,_H_T_O

dr 2 oL Ho

27,L
TP P
o "L

_(PO_PL)rO
=T

©)

(10)

De la ecuacion (4) se obtiene el flujo de cantidad de movimiento en la pared del tubo:

” =(P°2_LPL]R (12)

Al dividir las ecuaciones (10) y (11):
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(Po B PL) fo
Ty _ 2L
Tq P, —P. R
2L
T, _ I
‘o _To 12
o (12)
Sea A=1 (13)
R
Luego
r=4iR (14)
(R-P)AR
= 15
0 oL (15)
Al sustituir la ecuacién (15) en la ecuacion (8)
(R-P)AR
P -P)R?[, (rY] 2L [ (r
4 u,L R R
2 2] 2
v _(PO_PL)R 1_(Lj _(PO_PL)/?’R Lj
’ 4 1L R 2 1, R
2 2
v, :w 1_(Lj -2 1_[ j
4 L R
2| 2 ]
v, :w 1_(Lj _21+21[L]
4 L R R
— 2 [ 2_
v = (R=RIR" 1—2A+2;{ij—(—] (16)
4 u,L R
Velocidad del tapon.
En r =ro, de la ecuacion (16):
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2 2
v, =B-RIR mzz(&j—(&)
41,1 R) (R

v, :%[1—2 A+2 A1) -(1)?]
v, =%(1—2 A+272-2)
v, =%—PLL)RZ(1—2A+12)
>
v, =%a—z)z 17)

El perfil de velocidades queda como:

2 2
VZ:(F>o4—F>LL)R [1_2%21(%)_[%” (> (18a)
Ho
2
v, = (%4_ PLZR (1- 1) r<r (18b)
Ho

Velocidad méxima.

La velocidad maxima corresponde a la velocidad del tapon.

o = B PIR gy (19)

' 4y,
Caudal.
Q=["[v,rdrde (20)
El caudal es la suma del caudal del tapon y del caudal del fluido que se desliza en capas.
Q=Q+Q, (21)
Q:joz”jo’”vz<rdrd9+j02”j:vz>rdrd9 (22)

Caudal del tapon.

Q=["['v, <rdrde (23)
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Al sustituir la ecuacion (18b) en la ecuacion (23):

r”f{(P POR’ (1—1)2}rdrd0

4 L
P —P)R?
Q= %(1 z)jj rdrdo
(R-P)R® 2
&= 4 1L )J ( J

Q= (P P)R /l)jz”f’de

_(PO_PL)R2 _ 2£ 27
Q=" A >[, do
_(PO_PL)R2 0
Q= LA en
_”(F)o_F)L)R2 aN2(9 2
Ql——BﬂOL A-4)"(2r)
Q=T 1 yp2¢iRy]
HoL
_”(PO_PL)RZ  N\2(9 12p2
Q= 8 L 1-4)"(2AR%)
Q=7 PIR ) 2 sy (24)
8 1L

Ql _ 7Z'(Po - PL) R4 {2 rojz|:1(roj:|2}
8u,L R R
_”(PO_PL)R4 7702 | %o 2
%= 8L {2 TRJ {l (TR J} }

La ecuacion (24) predice que si ro = 0 (A = 0), entonces el caudal del tapon es nulo, lo cual

es de esperarse, puesto que dicho tapon no existiria, mientras que si rp = R (1 = 1), solo se
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“desplazaria” el tapon a lo largo del tubo, encontrandose también que el caudal es nulo,
pues el tapon no podria desplazarse.

Caudal del fluido que se desliza en capas.
= ["[*v, >rdrd 25
—J'O IO v, >rdrdé (25)

Al sustituir la ecuacion (18a) en la ecuacion (25):
2 2
Q=[] (R-R)R® 1—2/1+2,1(1)—[L) rdrde
o| Al R) (R
B 2
Q- B-PIR e 1—2/1+2z(ij—[l”rdrde
4/uL To R R

2
Q,={Fo= POR" IZI 1244247 ~L lrdrde
41,1 R R

2 3
Q, = (P4P2R H r_”HMRr —%Jdrd&
H
R
(R—P)R* 2=(r*  , 2Ar* r*
=0 LV || ——-Ar*+ - de
% 4 gL k 2 3R 4R%)|
_ 2 ,[_ 2 _ 2 3 4
Q2=(P° P)R J-z R*—r, _AR 1))+ 21 (R r) R — LRy
Ayl | 2 3R 4R
_ 2[p2_ .2 3 4 -
QZ:(PO P)R?| R® —r AR -1+ 2A(R°-1)) R'-—rf J-z 4o
Al | 2 3R 4R* |Do
_ 2[p2_ .2 3 4
QZ:(P04 PLBR Rzro AR 1)+ 21(§R r’) R4R2r 27)
Hoy B ]
_ 2 3 4
QZ=7r(F>0 P)R R? —r2 2 (R~ %)+ 4A(R°-1r;) R 2r
4ol 3R 2R
_ 4[R2_y2 2_ .2 3_ .3 44
QZ:E(PZ Pt)R RRer _ZZ(RRZroj_'_‘l'ﬂ(gRRs ro)_R2R4r0:|
Hoy L
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_ 4 2 2 3 4
SR Gt il PP PO Y PO ¢
4 L R R 3 R 2 R

-G (s (3] (T ]

Q. = PR 0 (- 240- (Y 1+ 440-GY 141 (D
0
Q, =”(F)Z;—FE)R4[1—12 2= ) +4 A1~ B) -1 (1- )]
0
Q-T2 gar2pia-g2 -1 )
0
Q- AR 31-rr22-52)
0
Q, :—”(F’%;F’tw (L4122 +42°—5 1) (26)
0

o, - 7(R—POR" 1_4(%}2(%)2 +4[foj3 _S(foj“
8 1, 3(R R R) 3(R

af 2 3 4
g, = TR =PIRT, 4f70 | 570} 4% | _5[%
8L 3\ 75 Tq Tq 3\ 74

La ecuacion (26) predice que si ro = 0 (4 = 0), entonces el caudal del fluido que se desliza
en capas es el correspondiente a un fluido newtoniano en un tubo circular (ejercicio 1), lo
cual es de esperarse, puesto que el tapdn no existiria y el fluido de Bingham fluiria tal como
lo hace un fluido newtoniano, mientras que si ro = R (4 = 1), s6lo se “desplazaria” el tapon
a lo largo del tubo, encontrandose que el flujo es nulo, pues el tapon no podria desplazarse.
Flujo total.

Al sustituir las ecuaciones (24) y (26) en la ecuaciéon (21):

7 (R — PL)R4 [2/12(1_2)2]4_ 7 (R _PL)R4

Sl Sl (1—%/1—2/12+4ﬂ,3—%/14)
Hy Hy

Q=
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Q= —”(P%;PLL) R 22 Ay +1-8 A= 22 4+ 42— 3 2]
0
Q= —”(Pg;'jt) R [22Q-22+2)+1-42-22+42 -5 "]
0
Q =—”(P§3;Pt) R QA -AD+22+1-4A-22 +4X -3 2")
0
Q:ﬁ(P%;Pt)R“ (-42+12% (27)
0

4
o= 7R -PRIR" 1_4(%}1(%]
8 11, 3LR) 3\R

4 4
o= F(R-PIRTY, 4(7 ) 17
8L 3l7y ) 3l7g

La ecuacion (27) predice que si ro = 0 (4 = 0), entonces el caudal del fluido que se desliza

en capas es el correspondiente a un fluido newtoniano en un tubo circular (ejercicio 1), lo
cual es de esperarse, puesto que el tapdn no existiria y el fluido de Bingham fluiria tal como
lo hace un fluido newtoniano, mientras que si ro = R (A = 1), s6lo se “desplazaria” ¢l tapon a
lo largo del tubo, encontrandose que el flujo es nulo, pues el tapdn no podria desplazarse.

Velocidad media en el tubo (incluyendo el tapdn).

["[v,rdrdo
_LZ”LerrdH

La integral del numerador se corresponde con el caudal (Ecuacion 27). Al sustituir la

<V, >= (28)

ecuacion (27) en la ecuacion (28):

z(R,—P)R*
8L

. 2
(5

Q-42+12Y)

R
do
0

<V, >=
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z(R,—P)R*
8 1L

r”f;da

(1-42+12%)

<V, >=
0

z7(P,—P) R*
8 1L
2
iz; do
7(R,—PR) R*
81l
R2
7(275)

1-244+1 2%

<V, >=

Q-42+12Y)

<V, >=

7(P,—P)R*

1-42+12

Q-42+12Y (29)

2 4
< Vz >= w 1-— 4(rOJ + 1(r0j
8L 3LR /) 3(R
Velocidad media en la region de flujo (sin incluir el tapon).

27 R
J'O v,>rdrdé

<V, >= (30)

z

.[02” rjrd rde

La integral del numerador se corresponde con el caudal del fluido que se desplaza en capas

(Ecuacion 26). Al sustituir la ecuacion (26) en la ecuacion (30):

_ 4
”UETPRa—gA—zf+4f—gﬁ)
<V, >= o
27| 2 "
[7| 5] |de
0 | 2
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_ 4
”(P°8 PLL)R A—22-222 +4 223"
Ho
<V, >=
z or R2_r02
({7, e
_ 4
’Wa—gz—zzﬁm—gﬁ)
U
<V, >= 0 U —
o [do
_ 4
”(Pfé PLL)R (L=24—22 +472 524
4,
<V, >= 0 RT 2
5 (2m)
_ 4
”(Pfé PLL)R (L-24—22 +472 52
<V, >= Ho PR
7(R°—r))
_ 4
(P°8 PLL)R (L—41—22 +4° -5 1%
<V, >= o R 2
0
_ 4
W(l—g/l—2/12+4ﬂ,3—§/14)
Ho
<V, >=
z r2
(-5
_ 2
W(l—gz—uuus—gz“)
Ho
<V, >=
9
R
_ 2
(P°8 PLBR (L—41—-22 +42 -5 1%
Ho
<V, >=
: 1- 72
_ 2
(POS;LL)R L-2A—17+37)
<V, >= 0

1+

(31)
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W{1—4(%}2(%):4[%)3—5[%)4}
8 1L 3\R R R 3R
z> 2
(3]
R

Fuerza ejercida por el fluido sobre el solido exterior.

F (r)=mA (32)
Area de contacto.
A(n=2zrL (33)

Al sustituir las ecuaciones (4) y (33) en la ecuacion (32):

F,(r)= K POZ_LPL J r} 2xrL)

F(N=x(R-P)r* (34)

Para la capa de fluido sobre la superficie de la tuberia r = R. Al evaluar la ecuacion (34) en
r=R:

F.(r)=n (Po— P r? (35)
Cuando 7, se hace cero las ecuaciones de v, y 7,, se transforman en las correspondientes
al flujo de un fluido newtoniano en tubos circulares.

Comprobacién analitica.

. 27,L
’ PO_PL

Siz,—>0,r,—>0, A>0:

Caso limite v, .

v, >= BPIRT) 5 mu[LJ—(LJ r>ro (18a)
4 1L R) R

v, >= Iim{(PO_PL)RZ|:1— 22 +2 z(rj-(rﬂ}
A0 4#0'— R R
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N

V. >= (Po — PL) R2 |:1_(sz:|
4 p1,L R

P, — P )R?
Vv, <= M(l—/l)z r<rp (18b)
4 u,L
P,—P )R’
v, <=lim %(1—/1)2
A0 4#0'—
P, - P )R? . :
Vv, <= (°4LB El “tapén” se mueve con la maxima velocidad.
Ho

Siendo ro — 0 (4 — 0), finalmente se tiene:

v, = (Po — PL) R* |:1_(sz:|
4 L R
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Este ejercicio forma parte de una serie de ejercicios resueltos paso a paso

acerca del tema Distribuciones de Velocidad en Flujo Laminar, Sistemas

cilindricos, perteneciente a las asignaturas Fenomenos de Transporte y

Mecanica de Fluidos. El acceso a estos archivos esta disponible a traves de:
http://www.tutoruniversitario.com/

Si Usted requiere la resolucion de ejercicios adicionales acerca de ésta u otras

asignaturas, contactenos a través de los siguientes medios:

- WhatsApp: +58-4249744352 (En forma directa o desde nuestra pagina web).

- E-mail: medinawj@gmail.com

Lista de asignaturas en las cuales podemos ayudarle:

Calculo Diferencial. Caélculo Integral. Calculo Vectorial.
Ecuaciones Diferenciales. Trigonometria. Matematicas Aplicadas.
Matematicas Financieras. Algebra Lineal. Métodos Numeéricos.
Estadistica. Fisica (Mecéanica). Fisica (Electricidad).
Mecanica Vectorial (Estatica). Quimica Inorganica. Fisicoquimica.
Termodinamica. Termodinamica Quimica.  Mecanica de Fluidos.

Fendmenos de Transporte. Transferencia de Calor. Ingenieria Econémica.
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