Distribuciones de velocidad en flujo laminar. Sistemas cilindricos.

Seccién 2.4 del Bird. Pagina 2.18.

Flujo a través de una seccion de corona circular. Un fluido incompresible fluye en
estado estacionario a través de la regién comprendida entre dos cilindros circulares

coaxiales de radios k Ry R.
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Determinar.
a) Distribucion de la densidad de flujo de cantidad de movimiento.
b) Distribucion de velocidad.
¢) Velocidad méxima.
d) Velocidad media.
e) Velocidad volumétrica de flujo.
f) Componente de la fuerza F del fluido sobre el sélido interior.
g) Componente de la fuerza F del fluido sobre el sélido exterior.
Solucion.
El ejercicio propuesto difiere del ejercicio 1 so6lo en las condiciones de borde:
Parar=kR:v,=0yparar=R:v, =0.
Condiciones:

Estado estacionario.
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Distribuciones de velocidad en flujo laminar. Sistemas cilindricos.

Flujo laminar.

Propiedades del fluido constantes (p, u).

Fluido Newtoniano.

Efectos de borde despreciables.

Flujo longitudinal (en direccion z): v, =0,vy=0, v, #0.
La velocidad varia en funcion de r: v, = v, (r).

Balance de cantidad de movimiento.

2rrlr, +2zxrArLpg,+2xrAr(p,—p.)=0

—2nrbLz,

r+A4r

g es la componente gravitacional en la direccion del flujo. En este caso g, = g.

2rrlz, +2xrArLpg+2zrAr(p,—p.)=0

—2nrlLr,

r+Ar

Al dividir entre 2 7 L:

re.,.—re., r+Ar+rArpgz +rAar

(po_ pL) -0
L

re.,|,—re,,

rzir

r+Ar+(pg+%jrA r =0

Po— PL I:)o _ PL
Sea + =
P9 L L

r+Ar+(POlPLjrAr=O

PP
r+Ar:_( ° Ljrﬁr
L

Al multiplicar por (— 1) la ecuacién anterior:

PP
r:( 0 Ljrﬁr
L
T

- _(R-R),
Ar UL

Tomando el limite cuando A r — 0 en la ecuacién anterior:

re,,| —rz,,

rz\r

re

-rr,,

rzir

re,, rc

r+Ar- rz

re.,

1)
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Distribuciones de velocidad en flujo laminar. Sistemas cilindricos.

. M a7, . PO _PL
= lim| ——|r
Ar—0 Ar Ar—0 L

lim

. T T PO _PL
lim = r
Ar—0 Ar L

Aplicando la definicion de derivada:

d P,-P,
—(r =2 —Lr
N

Al separar variables en la ecuacion anterior:
P,-P
d(rz,,) :(OLLjrd r

Integrando ambos miembros de la ecuacion:

jd(rr”)=j(P°|__PLjrdr
Id(rrrz):[%l__ﬂ]jrdr

La integracion conduce a:

_ 2
(AR
2L 2
re,, = Fo=R r’+C,
2L

S 5 Tk P 2)
2L r

La constante C, no puede determinarse de forma inmediata, puesto que no disponemos de

informacion acerca de la densidad de flujo de cantidad de movimiento en ninguna de las

dos superficies x=kR 0 x=R.

Fluido Newtoniano:
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Sistemas cilindricos.

rz _NW

Al sustituir la ecuacion (3) en la ecuacion (2)

dv _ P, —P. r+&
dr 2L r

Al separar las variables en la ecuacion anterior:

2ul ur

Al integrar ambos miembros de la ecuacion:
[dv, =] —(P"_PLjr—Cl dr
2ul ur
VZZI—(PO_PLjrd r— G dr
2ul ur

v, = (ZuL Jj rdr

La integracién conduce a:

_ 2
V, = =R ]I —&Inr+C2
2uL \ 2 ) u

v, =—(P°_PLJr2—ClInr+C2
4ul 7

Condicion de borde: Parar =k R: v, = 0.
Al sustituir en la ecuacion (4):

P,-P, o
0= (4/1L j(kR) ﬂln(kR)+C2

0= (P PJk R? - 1In(kR)+C2
4ul Y7,

Condicion de borde: Parar =R: v, =0.

(3)

(4)

()
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Distribuciones de velocidad en flujo laminar. Sistemas cilindricos.

Al sustituir en la ecuacion (4):

0= (P PJ(R) “inmy+c,
y7i

4ul
P,-P
0= 1InR+C (6)
4ul ,u
Al restar las ecuaciones (5) y (6):
_[R=R kZRZ—iln(kR)w 2—ilnmc2 =0
4ul u u
Fo =R Yyope Clln(kR)+C N Rt Cl|nR C,=0
dul H 4ul H
P,-P P,—P,
S kZRZ—&In(kRH lInR 0
4ul y7, 4ul ,u
[P PJR (1-k? )+—1[InR In(kR)]=0
4ul
Por propiedades de los logaritmos: In(kR) =Ink+InR
Fo =R Rz(l—k2)+&(lnR—lnk—lnR):O
4ul Y7,
P,-P
0ot Rz(l—k2)+&(—lnk)=0
4ul y7,
o —P R2(1—k2)+i|n(1/k)=o
4ul Y7,
Al simplificar u:
P,—P,
R*(1-k*)+C,In(1/k)=0
[ AL j 1-k%) 1/k) =
Al despejar C, de la ecuacion anterior:
P,—P)R? (1-k?
Cl :_( 0 L) ( ) (7)
4L In(1/k)
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Al sustituir Cq en la ecuacion (4) y despejar C,:

{_(Po ~P)R? (1-k?)
RZ

— 4L In(1/k
0= Fo—F — (A7) INnR+C,
4ul 7
_ _ 2 2
O:_ PO F)L R2+(PO PL)R (1 k )InR+C2
4dul 4ul  In(d/k)
C. = I:)0_|:)L RZ_(PO_PL)R2 (1_k2)|nR (8)
2 4uL Aul  In(/k)

Al sustituir las ecuaciones (7) y (8) en la ecuacion (4), la distribucion de velocidad se
expresa de la siguiente manera:
(R =P)R* (1-Kk?)

— { 4L In 1/k} - - 2 (1-k?
Vv, =— Fo =P r’— (A7) Inr+ Fo =R RZ—(P0 PUR™ @ I()InR
4ul 7 4ul 4dul In(1/k)

_ _ 2 m 12 _ B 2 m 2
VZ - _ PO I:)L r.2 + (PO PL) R (1 k ) In r+ PO I:)L RZ _ (PO PL) R (1 k ) In R
4dul 4ul In@/Kk) 4dul 4ul  In(/k)

v :(PO_PLJ(RZ—r2)+(P°_PL)R2 A=K (0 ¢ —inR)
4dul 4ul  In(l/k)

o _(R-RR 1_r2j+(Po ~P)R? (1-k?) 'nm
4ul R? 4ul  In@/k) (R

o _(R-RR 1_(rj2}(Po—PL>R2 1-k?) m(rj
aul | (R 4ul In@/k) (R

, ~(R-POR® 1_(r]2 , 0=k m(rﬂ )
sl |7 \R) Tk (R

Distribucion de la densidad de flujo de cantidad de movimiento.

Al sustituir la ecuacion (7) en la ecuacion (2):
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(R, -P)R? 1-K?)

P, —P, 4L In(l/k)
T, = r+
2L

r = R-P r_(PO_PL)R2 (1_k2)3
" 2L 4L In(L/k) r

_ (F’o—PL)R(fj_ (R -P)R (1—k2)(RJ
2L R 4L In@/Kk)\r

. <PP>RK) ak)(Rﬂ (10)
2L R) 2In(L/k)\r

En la figura siguiente se muestra la distribucién de velocidad y la distribucion de la

densidad de flujo de cantidad de movimiento.

Distribucion
de velocidad

Distribucion de esfuerzo
cortante o densidad de
flujo de cantidad de

movimiento

|
¥
Z
Z
Z
:
2
Z
=
7
=
o
f

A

Velocidad méaxima.
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La velocidad es maxima cuando z,; = 0. De la ecuacion (10):

(R -P)R (rj_ (1-k*) (Rj _
2L R) 2in@/k)\r)|

BEHbR

R) 2In@/k)\r)

r_ -k’ (R)_o

R 2In@/k)\r)

r (@1-k? (R)

R 2In@/k)\r

rr  1-k°
R?  2In(L/k)
r2: 1_k2 R2
2In (1/K)
2
R S (12)
1 2In(@/k)

Al sustituir la ecuacion (11) en la ecuacion (9)
_ 2 2 2

= CnPORY (1) G 1)
4ul R In(Ll/k) \R

v, =(P0PL)R2{1{ (l—kz)} +(1‘k2)|n[ L-Kk2) }}
- dul V' 2In@k) | In(@/k) |\ 2In(/k)

_(R-PORY[, @-kY) | @-kY) | @-kY

Ve =0 L { 2In(1/k) ~ 2In(1/Kk) 2In(1/k)}

_(R-PORT[ @k [ a-kY)

' 4ul 2In (1/k) 21In (L/k)

Velocidad media.

(12)
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IOZ”LRRVZ rdrdé
<V, >=

.[02” JKRR r d r d 9

Al sustituir la ecuacién (9) en la ecuacion (13):

rﬂj {(P P)R® {1 (rj +(1—k2)|n[rﬂ}rdrd9
/| AuL R) In(/k) R

<VZ 27 R
jo Ierd rdo
(R 4;L)R jz”jk{ s I(l(ll/(k;(lnr—lnR)}rdrde
<V, >= r
_[0 IerdrdG
(R, -P)R* ¢ L @- k?)
M—Hi{l o7 I(1/k)(lnr InR)}rdr}
<V, >= -
J‘Urdr}de
(PR, —P)R® (v _rz (1-k?) 27
N _MLLRP e (1/k)(lnr InR)}rer.O do

IKRer r_[o do

. . 27
Al simplificar J; do:

(PO‘PL)RZLRR{l—rZ A=K p InR)}rdr

4ul R? In(1/k)
<V, >= -
I rdr
kR
_ 2 12 2 L2
(POPL)RJ.R 1—(1 k)InR —r—2+(1 k)Inr rdr
4dul kR In(1/k) R In(1/k)
<V, >= =
I rdr
kR
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Sistemas cilindricos.

rdr—i

RZ

(Po _PL)R2
4ul

=Ky,
In (L/ k)

[-Faio e

<V, >=

J-kRR r d r

dr s KD
In (1/ k)

R
j rinrd r}
kR

J.kRR rd r

J_

La integracion conduce a:

k

2 (R

r

2

(PO_PL)RZ
4ul

=K%

B 1
In (L/k) R2

R2

d

kR
<V, >=

|

R 2

r4

4

N (1-k?)
In (L/ k)

r’lnr r

2 4

kR

o 7L

2 IR

r

2

kR

R? —-k’R?

)

RZINR-k?R?In(kR) _

LI
In (L/ k)

(Po B PL)R2 {
4ul | @a-K?)

R?

1 (R*-k*R*

j+

In (1/K) 2

|

<V, >=

R?(L-k?)
R? —k2R2

e

2
Rl A=K o
2In (1/K)

R? -k2R? (1-k?)
2 In (L/ k)
2

(A=K pon

21In (L/k)

(R, —P)R’
4ul

=
RZ—WRZJ
4_ 44

4
+
R? 4 ]

In&R)_a—kﬂ(Rz—WRﬂ
n@/k) 4

<V, >=
’ R%(1-k?)

2
R* K’R*  (1-k?) R?
2 2 2In@/k) 2

2 2
(1_k ) RZInR_ (1_k ) kZRZ
21n (1/K) 21n (1/K)

(Po B PL)R2
4ul

+&k

R? k*R?

R2InNR—-— +
4

In (1/K)

Ian)_a-W)Rza—kﬁ

In@/k) 4

<V, >=
‘ R*(1-k?)
2
Al asociar terminos semejantes:
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Distribuciones de velocidad en flujo laminar. Sistemas cilindricos.

2 2p2 4p2 2
R® _KR® K'R® (=K") |\ ono

R—msz2 In(k R)

(P,—P)R?| 4 2 4 2In(l/k) 21n (1/K)
4ul R*(1-k?)?
Y "~ 4In(U/K)
z Rz(l—kz)
2
(Po‘PL)RZ[RZ_kZRZ LKRT @K epenn R Cin(k R)]—Rz(l_kz)z}
4uL 4 2 4 2In(/k) 41n (1/K)
<V, >= RZ(1—K?)
2
(Po—PL)RZ[RZ_sz2 JKRT @K yope Rk R)—Rz(l_kz)z}
Ly oo AL 4 2 4 2In(/k) 41n (1/K)
z Rz(l—kz)
2
(P, —P)R? [RZ_ KIR® | KR® =K apo g Rz(l—kz)z}
Ly oo AL 4 2 4 2In(/k) 41n (1/K)
z Rz(l—kz)
2
(P, —P.)R? {Rz_ KR? KR (A-K®)| opo R2(1—k2)2}
Ly o AuL 4 2 4 2 41n (1/k)
z Rz(l—kz)
2
(PO—PL)RZ[RZ_kZRZ+k4R2+k2R2_k4R2_Rz(l—kz)z}
o AaL 4 2 4 2 2 41n (1/k)
z Rz(l—kz)
2
(R, —P)R?| R? k*R* R?*(1-k?)?
Ly o Aal {4_ 4 4In(1/k)}
z Rz(l—kz)

2
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Distribuciones de velocidad en flujo laminar. Sistemas cilindricos.

(P, PR’ {HA ) (1—k2)2}

16
v, o ul In (1/k)
R2(1—k?)
2
(Po B PL)R2 _1—k4 _ (1_k2)2
8uL In (1/k)
<V, >= >
1-k?
_ 21 4 2
<. __(R-P)R*[1 kz_ 1-k (14)
8uL |1-k* In(l/k)

Caudal entre los dos cilindros.

Q=<v,>A (15)
Area perpendicular al flujo:

A=7R*— 7 (kR)?

A=zR*(1-Kk% (16)
Al sustituir las ecuaciones (14) y (16) en la ecuacién (15):

Q:{(PO—PL)R [1—k 1-k }}[nRz(l—k)z]

8uL [1-k2 In(/K)
Q- ’W{a— ) (Iln‘(l“/k)) } a7)
Fuerza ejercida por el fluido sobre el sélido interior.
F,(r)=1:A (18)
De la ecuacion (10):
Trz:(PO—PL)RHrj_ 1-k*) (Rﬂ (10)
2L R) 2In@/k)\r
Area de contacto.
A(r)=2zrL (19)

Al sustituir las ecuaciones (10) y (19) en (18):

F(r):w (I’j_(l—kz)[RJ x(2zrlL)
’ 2L R) 2In@/k)r
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Distribuciones de velocidad en flujo laminar. Sistemas cilindricos.

B B r B (1-k?)
F,(r)==(R PL)R|:[R) 2In(1/k)R} (20)

Para la capa de fluido sobre la superficie interior (de menor diametro), r = k R. Al evaluar
la ecuacion (20) en r =k R:

Fz(kR>=n(Po—PL)R{(kR)z}— A=k R}
R | 2In@/k)

o ol KPRT O (@-KkY)
F,(kR)=7 (P, -P)R R 2In(1/k)R}

~ ~ i 2 _&
F(KR) = (P, ~POR KR 2|n(1/k)R}

_ _ o2 (@-K%)
F,(kR) =7z (P, PL)R{k 2In(1/k)} (1)

Para la capa de fluido sobre la superficie exterior (de mayor diametro), r = R. Al evaluar la
ecuacion (20) enr = R:

F.(R) =7 (R, —PL)R{[(R)Z} -k R}

R | 2In@/k)

_p_p | R @K
FR =7 (R -POR 2In(1/k)R}

F.(R)=7(P,—P)R R—(l_kz)R}

2In(1/k)
_ B o, (@=K%)
F.(R) =7 (P~ PR {1 zm(l/k)} (22)
Fuerza total.
F, =—F,(kR)+F,(R) (23)

Al sustituir las ecuaciones (21) y (22) en la ecuacién (23):

F,=—n(R,—-P) R{k2 _(1—I<2)}”(PO - PL)R{l_(l_kz)}
2In (1/k) 2In (1/k)
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F, =7r(Po—PL)R2{1_a_l(z)}_[kz_(l—kz)}
2In(1/k) 2In (1/k)

F,=z(P,—P) R{l_(l_kz)_kZ +(1_k2)}
2In(1/k) 2In(1/k)

F, =z (P,—P)R*(1-k?) (24)

Esta fuerza es equivalente a la diferencia de presion Py — P, por el area de flujo
TR?(1-K).

Cuando k se hace cero las ecuaciones de v; y 7, se transforman en las correspondientes al
flujo en tubos circulares.

Comprobacién analitica.

Caso limite v,.

v, = lim (PO_PL)RZ{l—[rT + Cal®) In (rﬂ
k>0 Ayl R In(l/k) (R

v, - “’P)RHfj +|n(fj.im[<1—k2>ﬂ
4ul R R )kl In(1/Kk)

Aplicando la regla de L"Hopital:

VZ :w 1— L +1In L lim iz
4dul R k—o\ K (—1/k*)

0| =
0

—_— 2 [ 2
v, :M 1- +1In L |im(22)
Aul o\ 1/ k

v = B =PORY (0 (7 ) iim 2k
4uL R R ko0
- B PIRE (0 (1 (0)}
uL R R
B 2
\ _RPOR (1
4uL R
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La ecuacion obtenida es la correspondiente a la distribucion de velocidad para el flujo en un
tubo circular (8).

Caso limite ;.

T, = Iim(PO_PL)RKrj_(l_kz) (Rﬂ

k=0 2L R) 2InL/k)\r
, _(R-PORJT _(Rj“m -k
2L R) r Jisol 2In(1/k)

‘n :(P“PL)R{ r —[RJ(O)}
2L R r

- _(PO_PL)R L
r 2L R
T, = (PO_PL)r

2L

La ecuacion obtenida es la correspondiente a la distribucion de la densidad de flujo de

cantidad de movimiento para el flujo en un tubo circular (4).
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Este ejercicio forma parte de una serie de ejercicios resueltos paso a paso

acerca del tema Distribuciones de Velocidad en Flujo Laminar, Sistemas

cilindricos, perteneciente a las asignaturas Fenomenos de Transporte y

Mecanica de Fluidos. El acceso a estos archivos esta disponible a través de:

http://www.tutoruniversitario.com/
Si Usted requiere la resolucion de ejercicios adicionales acerca de ésta u otras

asignaturas, contactenos a traves de los siguientes medios:
- WhatsApp: +58-4249744352 (En forma directa o desde nuestra pagina web).

- E-mail: medinawj@gmail.com

Lista de asignaturas en las cuales podemos ayudarle:

Calculo Diferencial. Caélculo Integral. Calculo Vectorial.
Ecuaciones Diferenciales. Trigonometria. Matematicas Aplicadas.
Matematicas Financieras. Algebra Lineal. Métodos Numéricos.
Estadistica. Fisica (Mecéanica). Fisica (Electricidad).
Mecanica Vectorial (Estatica). Quimica Inorganica. Fisicoquimica.
Termodinamica. Termodinamica Quimica.  Mecanica de Fluidos.

Fendmenos de Transporte. Transferencia de Calor. Ingenieria Econémica.

Fendémenos de Transporte. Ing. Willians Medina. https://www.tutoruniversitario.com/ 50



http://www.tutoruniversitario.com/
mailto:medinawj@gmail.com

