Soluciones en serie de ecuaciones lineales Soluciones respecto a puntos ordinarios.

Ejemplo 1. Seccion 17 del Makarenko. Pagina 147.

Hallar la solucién de la ecuacién y"” —xy'—2y =0 en forma de serie de potencias.

Solucién.

Determinacion de puntos singulares.

Los puntos singulares se obtienen anulando el coeficiente de y” (la segunda derivada).
1=0

X = No existe.

No existen puntos singulares, por lo tanto todos son puntos ordinarios.

Puesto que x = 0 es un punto ordinario, se puede escribir la solucién de la ecuacion

diferencial en la forma:
n
y(x)=>ax
n=0
Las derivadas involucradas son:

Primera derivada: y'(X) = Z na x""*
=1

Segunda derivada:  y"'(Xx) = Z n(n-1)a,x"?
n=2

Obsérvese que el limite inferior de la sumatoria para la primera derivada se iniciaen n=1,
pues en caso de iniciar en n=0, el primer término seria nulo. De igual manera, el limite
inferior de la sumatoria para la segunda derivada se inicia en n=2, pues en caso de iniciar
en n =0, el primer término seria nulo al igual que el segundo término (n =1).

Siendo la ecuacion diferencial y"”—xy'—2y =0, se tiene que al sustituir tanto y (x) como

y'(X) y y"(x) enlamisma, obtenemos:

> n(n-1a,x"?-x> nax""-2>ax"=0
n=2 n=1

n=0

Y n(n-1a,x"?-> nax"-> 2ax"=0
n=2 n=1 n=0
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Para igualar los exponentes se recurre a un cambio de variable. En la primera sumatoria
hacemos n — 2 = k (con el objeto que aparezca como exponente k) y en la segunda y tercera

sumatoria hacemos n = k, apareciendo como exponente k también.

3 (k+2)(k+2-D)a, x* — 3 kax* -3 2a,x* =0

k=0 k=1 k=0

Obsérvese que en la primera sumatoria, el limite inferior cambia, pues n — 2 =k, y si n parte
de 2 para esta sumatoria, entonces k partird de cero, mientras que para la segunda y tercera
suma, cuando n =1y n =0, los valores que toma k son 1 y 0 por ser n =k, por lo tanto la
segunda y tercera sumatoria tendran como limite inferior 1 y O respectivamente, esto es,

conservan su limite inferior.

Seguidamente se efecttan las simplificaciones a que haya lugar:
Y (k+2)(k+D)a,,x - kax -> 2ax =0
k=0 k=1 k=0

Puesto que las sumatorias deben ser semejantes, se desarrolla en la primera sumatoria el
término correspondiente a k = 0, al igual que en la tercera. De esta manera, la primera y
tercera sumatoria tendran como limite inferior uno, al igual que la segunda. Es importante
mencionar que se deben desarrollar los términos en las sumas con el objeto que todas
tengan como limite inferior el mismo valor, y ese valor sera el maximo entre los limites

inferiores.

2.1a, + Y (k+2)(k+Da, X - > ka,x“—2a,- > 2a,x* =0
k=1 k=1 k=1

Al agrupar las sumatorias:

2.1a,-23,+ Y [(k+2)(k+1)a,,, —ka, —2a]x" =0

k=1
2.1a,-2a8,+ ) [(k+2)(k+D)a,,, —(k+2)a,]x“ =0
k=1
Todos los términos del miembro izquierdo de la ecuacion deben ser nulos, por lo tanto:

_ 23
2.1

2.1a,-2a,=0 = a,
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(k+2)(k+Da,,,—-(k+2)a, =0
Para obtener la relacién de recurrencia se despeja el término que contenga el maximo
subindice:
(k+2)
ak+2 = ovL o
(k+2)(k+12)

Al simplificar la expresion anterior:

A, =——8 k>1 Relacion de recurrencia.
kK+1

Por tratarse de una ecuacion diferencial de segundo orden, se deben obtener dos soluciones
linealmente independientes. Una primera solucion es obtenida al considerar los valores de k
pares, mientras que la segunda solucién corresponde a los valores de k impares, o
viceversa.

Para valores de k pares:

1 1
—9 a,,=———a = a,=-a = a,=-a
k=2: 8, 2)+1 2 4= 3% 4+ = 3%
- a —La = a —l la = a —ia
k=4: 4+2—(4)+1 4 s gl3% 5~ 350
— R Qa —La = a —1 ia = —La
k=6: %2 =gy 1% e~ 7\35% %3570

En resumen tenemos:

1 1 1

HT3% Ty M BTN

Determinacion del término enésimo usando inspeccion.

Debe observarse que no existe alternancia en el signo de los coeficientes.

Para los subindices y términos de productos se aplica inspeccion. En primer lugar tenemos
el subindice de cada término, que se trata de nimeros pares, por lo tanto queda expresado

como 2 k, y los terminos correspondientes seran a,, . Para los productos, observamos que

los factores comienzan en 3, van de dos en dos, hasta llegar al valor del subindice del
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término menos 1, por lo tanto dicho producto puede ser expresado como 3.5.7.....(2 k — 1).
Se tiene entonces:

1
a,, = d,
2 35.7...2k-1) °

k>2 Término enésimo.

Determinacion del término enésimo usando progresiones.
Para los subindices y términos de productos se aplican progresiones aritméticas, sabiendo
que el término enésimo para cualquier progresion aritmética esta dado por la ecuacién

c, =C, +(k—=1r, donde c, es el primer términoy r es larazon.

. _ ) Término enésimo
Componente Primer termino Razon
del componente
Subindice 4 2 2k+2
Denominador 3 2 2k+1

El término enésimo de los coeficientes de la suma es:

1
a = a
22 357...2k+1) °

El cual puede ser reducido a la forma:

1

a,, = a, k>2 Término enésimo.
3.5.7....(2k —1)

Primera solucion de la ecuacion diferencial.

yl(x) = Zanxn
n=0

Y. (x) = zaZkXZk
k=0

La ecuacion del término enésimo estd definida para k>2, por lo tanto, se desarrolla el
primer y segundo términos de la sumatoria:
Y, (X) =8y +a,X2 + D a, x™

k=2

Al sustituir la constante conocida (a,) y el término enésimo en la ecuacion anterior:
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Y (X) = 8 + (a) X° +§:{3.5.7.....1(2k -1) aO}XZK

2k

> X
X)=a, +a,x’ +a,
Yi(X) =28, +a °§3.5.7.....(2k—1)

2k

y,(x) = a{“ S +i3.5.7..f.(2k -1) }

k=2

Para valores de k impares:

k=1: 1 = a _1

k=3: a3+2=La3 = a5:1(1a1) = aszieﬁ
(3+1 4\ 2 2.4

k=5: 3_5+2:La3 = a7:£(ia1j = a7=—1 &
B)+1 6\24 2.4.6

En resumen tenemos:

1

T 2460

1
a; =_-q a5:iai a,
2 7 24

Determinacion del término enésimo usando inspeccion.
Para los subindices y términos de productos se aplica inspeccion. En primer lugar tenemos
el subindice de cada término, que se trata de nUmeros impares, por lo tanto queda

expresado como 2 k + 1, y los términos correspondientes serén a,,.,. Para los productos,

observamos que los factores comienzan en 2, van de dos en dos, hasta llegar al valor del
subindice del término menos 1, por lo tanto dicho producto puede ser expresado como
246....2k+1-1)=24.6.....(2 k). Se tiene entonces:
A1 = ; Q
2.4.6.....2k)

1
a =
21 91.2.2.2.3....2k

&

1

a =
%1= 552 2123,k
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k>1 Término enésimo.

Determinacion del término enésimo usando progresiones.

Para determinar el término enésimo, debe observarse la alternancia en el signo de los
coeficientes. La existencia de la alternancia implica que los términos de la sumatoria deben
estar multiplicados por un factor de la forma (-1)* 6 (-1)**.

Para los subindices y términos de productos se aplican progresiones aritméticas, sabiendo
que el término enésimo para cualquier progresion aritmética esta dado por la ecuacién

C, =C, +(k—1r, donde c, es el primer términoy r es larazon.

. o , Término enésimo
Componente Primer termino Razdn
del componente
Subindice 3 2 2k+1
Denominador 2 2 2k

El término enésimo de los coeficientes de la suma es:

1
a -
21 2.46.....(2K) %

El cual puede ser reducido a la forma:

1

Ay = ﬂa1 k>1 Término enésimo.

Segunda solucion de la ecuacion diferencial.

Y> (x)= Zanxn
n=0

Y, (X) = Z‘,a2k+1x2k+1
k=0

La ecuacion del término enésimo esta definida para k >1, por lo tanto, se desarrolla el

primer término de la sumatoria:

S k
Y, (x) = ax+ Za2k+lxz .
k=1

Al sustituir el término enésimo en la sumatoria:
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Y, (X) = a1x+2( kkl szkﬂ

Ahora, se verifica si el término a x es obtenido a partir de la sumatoria, con el objeto de

insertarlo en la misma. Vemos que efectivamente, cuando k=0, el argumento de la

sumatoria se reduce a a,X . La solucion entonces se puede escribir como:

Y, (X) = 2(2 k' j w2kt

0 2k+1

Y, (x)= %szk,

k

2kkl

Y, (X) = alz

2k

=2k k!

Y, (X) = aixz

0

Y,

k=0

0

Y,

k=0

S 1 v2\k 1
y,(x)=ax) (5x%) X

k=0 .

y,(x) = alxz(l A

e k
: X
Es sabido que Z— =e¢”, luego:
= k!
1,2
Y, (X) = a,xe’
Solucion general de la ecuacion diferencial:

y () = y1(X) +y,(x)
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2k 1,2

Cal1ex2+S X +a,xe?”
y 0{ Z“3,5.7.....(2k—1)} o

k=2

En este ejemplo se ha ilustrado la situacion en la cual una de las soluciones se reduce a una
funcién conocida. Se trata de un caso particular y no existe una forma generalizada de
predecir tal comportamiento a partir de la ecuacion diferencial. Es posible que las dos

soluciones puedan ser reducidas a un algun tipo de funcién conocida.
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Este ejercicio forma parte de una serie de ejercicios resueltos paso a paso
acerca del tema Solucion de Ecuaciones Diferenciales en Serie de
Potencias, Puntos Ordinarios, perteneciente a la asignatura Ecuaciones
Diferenciales. El acceso a estos archivos esta disponible a través de:

http://www.tutoruniversitario.com/
Si Usted requiere la resolucion de ejercicios adicionales acerca de ésta u otras

asignaturas, contactenos a través de los siguientes medios:
- WhatsApp: +58-4249744352 (En forma directa o desde nuestra pagina web).

- E-mail: medinawj@gmail.com

Lista de asignaturas en las cuales podemos ayudarle:

Calculo Diferencial. Caélculo Integral. Calculo Vectorial.
Ecuaciones Diferenciales. Trigonometria. Matematicas Aplicadas.
Matematicas Financieras. Algebra Lineal. Métodos Numéricos.
Estadistica. Fisica (Mecéanica). Fisica (Electricidad).
Mecanica Vectorial (Estatica). Quimica Inorganica. Fisicoquimica.
Termodinamica. Termodinamica Quimica.  Mecanica de Fluidos.

Fendmenos de Transporte. Transferencia de Calor. Ingenieria Econémica.
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